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Îáîçíà÷èì ÷åðåç G âûïóêëóþ îáîëî÷êó íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

òî÷åê â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çà�

äà÷à íàõîæäåíèÿ òî÷êè èç G ñ íàèìåíüøåé åâêëèäîâîé íîðìîé. Íà ðåøåíèå

ýòîé çàäà÷è îðèåíòèðîâàí MDM�àëãîðèòì [1, 2℄, â êîòîðîì ïî óìîë÷àíèþ

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò (íóëåâîé âåêòîð) íå ïðèíàäëåæèò ìíî�

æåñòâó G. Îäíàêî íå âñåãäà çàðàíåå èçâåñòíî, âûïîëíÿåòñÿ ëè ïîñëåäíåå óñëî�
âèå. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîâåäåíèå MDM�àëãîðèòìà, êîãäà 0 ∈ G.
Â äîêëàäå ïîêàçàíî, ÷òî MDM�àëãîðèòì ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 0 ∈ G ãå�

íåðèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ â ìíîæåñòâå G, ñõîäÿùóþñÿ ê íà÷àëó

êîîðäèíàò.

1°. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè. Ïóñòü â ïðîñòðàí�
ñòâå R

n
çàäàíû m òî÷åê,

H = {ai}
m
i=1.

Âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà H îáîçíà÷èì G. Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî

0 ∈ G. Ñòàâèòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

‖v‖2 → min
v∈G

. (1)

Ïðè 0 ∈ G çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v∗ = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìàòðèöó ñî ñòîëáöàìè a1, . . . , am. Òîãäà ëþáîé âåêòîð v
èç âûïóêëîé îáîëî÷êè G ìíîæåñòâà H äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå v = Ap, ãäå

p > 0,

m∑

i=1

p[i] = 1. (2)

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ p, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (2), îáîçíà÷èì P . Ââåäåì
íîñèòåëü âåêòîðà êîý��èöèåíòîâ p � èíäåêñíîå ìíîæåñòâî M+(p) âèäà

M+(p) = {i ∈ 1 : m | p[i] > 0}.

∗
Ñåìèíàð ïî îïòèìèçàöèè, ìàøèííîìó îáó÷åíèþ è èñêóññòâåííîìó èíòåëëåêòó ¾O&ML¿
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Îòìåòèì, ÷òî M+(p) 6= ∅ äëÿ ëþáîãî p ∈ P .
Âåëè÷èíà

∆(p) = max
i∈M+(p)

〈ai, v〉 − min
i∈1:m

〈ai, v〉,

ãäå v = Ap, p ∈ P , íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ïëàíà v. Îöåíêà ïëàíà âñåãäà íåîòðè�
öàòåëüíà. Äåéñòâèòåëüíî,

∆(p) > max
i∈M+(p)

〈ai, v〉 − min
i∈M+(p)

〈ai, v〉 > 0.

Ñëåäóþùèå òðè ëåììû íîñÿò ïîäãîòîâèòåëüíûé õàðàêòåð.

ËÅÌÌÀ 1. Óñëîâèå 0 ∈ G âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

min
i∈1:m

〈ai, v〉 6 0 ïðè âñåõ v ∈ G. (3)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü 0 ∈ G. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ âåêòîð êîý��èöè�

åíòîâ p ∈ P , òàêîé, ÷òî
m∑

i=1

p[i]ai = 0.

Ïðè ëþáîì v ∈ G â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà P èìååì

0 =
m∑

i=1

p[i]〈ai, v〉 > min
i∈1:m

〈ai, v〉,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò (3).

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (3). Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî 0 ∈ G.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðè 0 /∈ G, âîçüìåì âåêòîð v∗ èç G ñ íàèìåíüøåé åâêëè�

äîâîé íîðìîé. Îí îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïðè âñåõ i ∈ 1 : m èìååì

〈ai, v
∗〉 > 〈v∗, v∗〉.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

min
i∈1:m

〈ai, v
∗〉 > ‖v∗‖2 > 0.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (3).

Ëåììà äîêàçàíà.

ËÅÌÌÀ 2. Ïóñòü 0 ∈ G. Òîãäà ïðè ëþáîì v = Ap, p ∈ P , ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

‖v‖2 6 ∆(p). (4)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ P è M+(p) èìååì

〈v, v〉 =
m∑

i=1

p[i]〈ai, v〉 6 max
i∈M+(p)

〈ai, v〉.

Òåïåðü çàêëþ÷åíèå ëåììû ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ∆(p) è ëåììû 1.

ËÅÌÌÀ 3. Ïóñòü 0 ∈ G. Ïëàí v = Ap, p ∈ P , çàäà÷è (1) áóäåò îïòèìàëü�

íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆(p) = 0.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè v � îïòèìàëüíûé ïëàí, òî íåîáõîäèìî v = 0. Ïîä�

ñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå v â �îðìóëó äëÿ ∆(p), ïðèäåì ê ðàâåíñòâó ∆(p) = 0.
Ïðè ∆(p) = 0 â ñèëó ëåììû 2 ïîëó÷àåì v = 0, òàê ÷òî v � îïòèìàëüíûé

ïëàí. Ëåììà äîêàçàíà.

2°. Îïèñàíèå MDM�àëãîðèòìà. Íàïîìíèì îïèñàíèå MDM�àëãîðèòìà

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áåðåì ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð v0 ∈ G.
Ïóñòü óæå èìååòñÿ k-å ïðèáëèæåíèå vk = Apk, pk ∈ P . Îïèøåì k-þ èòåðà�

öèþ àëãîðèòìà, íà êîòîðîé ïëàí vk ïðåîáðàçóåòñÿ â ïëàí vk+1.

Íàéä¼ì èíäåêñû i′k ∈ M+(pk) è i′′k ∈ 1 : m, òàêèå, ÷òî

max
i∈M+(pk)

〈ai, vk〉 = 〈ai′
k
, vk〉,

min
i∈1:m

〈ai, vk〉 = 〈ai′′
k
, vk〉.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

ai′
k
= a′k, ai′′

k
= a′′k.

Â ýòîì ñëó÷àå

∆k :=∆(pk) = 〈a′k − a′′k, vk〉.

Åñëè ∆k = 0, òî ñîãëàñíî ëåììå 3 âåêòîð vk ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

Ïðîöåññ çàêîí÷åí.

Ïóñòü ∆k > 0. Ââåä¼ì âåêòîð

v̂k = vk − p′k(a
′

k − a′′k),

ãäå p′k = pk[i
′

k]. Î÷åâèäíî, ÷òî v̂k ∈ G. �àññìîòðèì îòðåçîê

vk(t) = vk + t(v̂k − vk) = vk − t p′k(a
′

k − a′′k), t ∈ [0, 1].
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Â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâàG âñå òî÷êè vk(t) ýòîãî îòðåçêà ïðèíàäëåæàò G.
Âûáåðåì tk ∈ [0, 1] èç óñëîâèÿ

‖vk(tk)‖
2 = min

t∈[0,1]
‖vk(t)‖

2.

Ïîëîæèì vk+1 = vk(tk).
Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà vk+1 ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû A âûãëÿ�

äÿò òàê:

pk+1[i] =





pk[i] ïðè i 6= i′k, i 6= i′′k,

(1− tk)pk[i
′

k] ïðè i = i′k,

pk[i
′′

k] + tkpk[i
′

k] ïðè i = i′′k.

Óêàæåì ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ tk. Àáñîëþòíûé ìèíèìóì êâàäðàòè÷íîé

�óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ‖vk(t)‖
2
íà R äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

t̂k =
∆k

p′k‖a
′

k − a′′k‖
2
> 0. (5)

Çíà÷èò,

tk = min
{
1, t̂k

}
.

Åñëè t̂k 6 1, òî tk = t̂k; åñëè t̂k > 1, òî tk = 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå k-ÿ èòåðàöèÿ
íàçûâàåòñÿ íåóñå÷åííîé, âî âòîðîì � óñå÷åííîé. Â ñèëó (5) íà íåóñå÷åííîé

èòåðàöèè èìååì

vk+1 = vk −
∆k (a

′

k − a′′k)

‖a′k − a′′k‖
2
. (6)

Íà óñå÷åííîé èòåðàöèè �îðìóëà ïåðåõîäà îò vk ê vk+1 ïðèíèìàåò âèä

vk+1 = vk(1) = vk − p′k(a
′

k − a′′k), (7)

òî åñòü vk+1 = v̂k. Ïðè ýòîì

pk+1[i] =





pk[i] ïðè i 6= i′k, i 6= i′′k,

0 ïðè i = i′k,

pk[i
′′

k] + pk[i
′

k] ïðè i = i′′k.

(8)

Îïèñàíèå ÌÄÌ-ìåòîäà çàâåðøåíî.

Ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v0, v1, . . . , vk, . . . òî÷åê èç G. Åñëè îíà êîíå÷�
íà, òî ïîñëåäíèé å¼ ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1). Âîîáùå ãîâîðÿ,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk} áåñêîíå÷íà. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà

∆k > 0 ïðè âñåõ k = 0, 1, . . . (9)

Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî 0 ∈ G è âûïîëíåíî óñëîâèå (9). �àññìîòðèì

âîïðîñ î ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vk}.
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3°.Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç ñõîäèìîñòè MDM�àëãîðèòìà. Ïî îïè�

ñàíèþ, íà k-é èòåðàöèè MDM�àëãîðèòìà ïëàí vk çàäà÷è (1) ïðåîáðàçóåòñÿ â

ïëàí vk+1. Îöåíèì, íàñêîëüêî ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå öåëåâîé �óíê�

öèè.

ËÅÌÌÀ 4. Ïðè âñåõ k = 0, 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖vk‖
2 − ‖vk+1‖

2
> tkp

′

k∆k. (10)

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî íà íåóñå÷åííûõ èòåðàöèÿõ è ÿâëÿ�

åòñÿ ñòðîãèì íà óñå÷åííûõ èòåðàöèÿõ.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü k-ÿ èòåðàöèÿ MDM�àëãîðèòìà áóäåò íåóñå÷åííîé

(t̂k 6 1 è tk = t̂k). Òîãäà â ñèëó (6) ïîëó÷èì

‖vk+1‖
2 = ‖vk‖

2 −
∆2

k

‖a′k − a′′k‖
2 = ‖vk‖

2 − p′k∆k

( ∆k

p′k ‖a
′

k − a′′k‖
2

)
=

= ‖vk‖
2 − p′k∆ktk,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò óòâåðæäåíèþ ëåììû.

Â ñëó÷àå óñå÷åííîé èòåðàöèè (t̂k > 1, tk = 1) âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (7).

Çàïèøåì

‖vk+1‖
2 = ‖vk‖

2 − 2p′k∆k + (p′k)
2 ‖a′k − a′′k‖

2
=

= ‖vk‖
2 − p′k∆k − p′k∆k

(
1−

1

t̂k

)
< ‖vk‖

2 − tkp
′

k∆k.

Ëåììà äîêàçàíà.

Èç 4 ëåììû ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

‖vk‖ > ‖vk+1‖ ïðè âñåõ k = 0, 1, 2, . . .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðì {‖vk‖}, ñîñòîÿùàÿ èç ïîëîæèòåëü�

íûõ ÷èñåë, ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé. Îíà èìååò ïðåäåë

lim
k→∞

‖vk‖ = α. (11)

Ïîêàæåì, ÷òî α = 0. Òîãäà �îðìóëà (11) ïðèìåò âèä

lim
k→∞

‖vk‖ = 0.

Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî ïðåäåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

lim
k→∞

vk = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ñõîäèìîñòè MDM�àëãîðèòìà ñâåëñÿ ê ïðîâåðêå ðà�

âåíñòâà α = 0.



6

4°. Íåóñå÷åííûå èòåðàöèè. Íàïîìíèì, ÷òî MDM�àëãîðèòì ñîñòîèò èç

íåóñå÷åííûõ è óñå÷åííûõ èòåðàöèé. �àññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî íåóñå÷åííûå

èòåðàöèè.

ËÅÌÌÀ 5. Ìíîæåñòâî íåóñå÷åííûõ èòåðàöèé â MDM�àëãîðèòìå áåñêî�

íå÷íî.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìå�

ðà k̂, âñå ñëåäóþùèå èòåðàöèè áóäóò óñå÷åííûìè. Òîãäà ñîãëàñíî (8) ïðè k > k̂
êîìïîíåíòû pk[i] âåêòîðà êîý��èöèåíòîâ pk, îïðåäåëÿþùåãî ïëàí vk, áóäóò
ïîëó÷àòüñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé p

k̂
[l], l ∈ 1 : m. Òàêèõ ïå�

ðåðàñïðåäåëåíèé êîíå÷íîå ÷èñëî. Ýòî ãàðàíòèðóåò, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

v
k̂
, v

k̂+1, vk̂+2, . . . âñòðåòÿòñÿ äâà îäèíàêîâûõ ïëàíà. Òàêîå çàêëþ÷åíèå ïðîòè�

âîðå÷èò ñòðîãîìó óáûâàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîðì {‖vk‖}.

Ïðèâåäåì åùå îöåíêó óìåíüøåíèÿ öåëåâîé �óíêöèè íà íåóñå÷åííîé k-é
èòåðàöèè:

‖vk‖
2 − ‖vk+1‖

2
>

∆2
k

δ2
, (12)

ãäå δ � äèàìåòð êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà H . Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé îöåíêè ñëåäóåò

èç ëåììû 4. Äåéñòâèòåëüíî,

‖vk‖
2 − ‖vk+1‖

2 = (t̂kp
′

k)∆k =
∆2

k

‖a′k − a′′k‖
2 >

∆2
k

δ2
.

5°. Ñõîäèìîñòü MDM�àëãîðèòìà. Â ðåàëèçàöèè MDM�àëãîðèòìà ðå�

øåíèÿ çàäà÷è (1) âûäåëèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ íåóñå÷åííûõ

èòåðàöèé. Ïóñòü ýòî áóäóò kj-å èòåðàöèè, j = 1, 2, . . . Íà îñíîâàíèè (12) èìååì

∥∥vkj
∥∥2

−
∥∥vkj+1

∥∥2
>

∆2
kj

δ2
. (13)

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðì {‖vk‖} ñõîäèòñÿ, òî ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåí�

ñòâà (13) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè j → ∞. Çíà÷èò,

lim
j→∞

∆kj = 0.

Ïî ëåììå 2

lim
j→∞

∥∥vkj
∥∥ = 0. (14)

Ñðàâíèâàÿ (14) è (11), çàêëþ÷àåì, ÷òî α = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

ÒÅÎ�ÅÌÀ (î ñõîäèìîñòè MDM�àëãîðèòìà). Ïóñòü 0 ∈ G è âûïîëíåíî

óñëîâèå (9). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïëàíîâ çàäà÷è (1), ïîñòðîåííàÿ ñ ïî�

ìîùüþ MDM�àëãîðèòìà, ñõîäèòñÿ ê íóëåâîìó âåêòîðó (ê íà÷àëó êîîðäè�

íàò).
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6°. ×èñëåííûå ïðèìåðû. Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ êîí�

êðåòíûõ ïðèìåðîâ, îòìåòèì âîçìîæíóþ íåîäíîçíà÷íîñòü â îïèñàíèè àëãîðèò�

ìà. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå èíäåêñîâ i
′

k è i
′′

k â ñëó÷àå, êîãäà ïîäõîäÿùèõ èí�

äåêñîâ íåñêîëüêî. Èññëåäîâàíèå ñòðàòåãèé âûáîðà èíäåêñîâ âûõîäèò çà ðàìêè

äàííîé ðàáîòû. Åñëè ïîäõîäÿùèõ èíäåêñîâ íåñêîëüêî, âñåãäà áóäåì âûáèðàòü

íàèìåíüøèé èç íèõ.

×òî êàñàåòñÿ êðèòåðèÿ îñòàíîâêè àëãîðèòìà, òî áóäåì ñëåäèòü çà çíà÷åíè�

åì îöåíêè ∆k. Êàê òîëüêî îíà ñòàíåò ìåíüøå âûáðàííîãî ε, àëãîðèòì çàâåð�

øàåò ðàáîòó. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âî âñåõ ïðèìåðàõ áåðåòñÿ

v0 = a1.
�àññìîòðèì ïåðâûé ïðèìåð: a1 = (−1, 1), a2 = (2, 1), a3 = (−1,−3). Íà

ðèñóíêàõ 1�6 ïðåäñòàâëåíà âèçóàëèçàöèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà. Ñèíåé òî÷êîé

îáîçíà÷àåòñÿ òåêóùåå ïðèáëèæåíèå vk, êðàñíîé ñòðåëêîé óêàçûâàåòñÿ íàïðàâ�
ëåíèå a

′′

k − a
′

k, à æåëòûé öâåò èìååò îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé vk è v̂k. Âñåãî çà

äâå èòåðàöèè ìû ïîëó÷àåì ∆2 = 0. Îáå èòåðàöèè ÿâëÿþòñÿ íåóñå÷åííûìè.

�àññìîòðèì âòîðîé ïðèìåð: a1 = (3, 3), a2 = (1,−2), a3 = (−1, 2). Çäåñü
íóëåâîé âåêòîð íàõîäèòñÿ íà îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Íà ðèñóíêàõ 7�14

ïðåäñòàâëåíà âèçóàëèçàöèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà. Çà òðè èòåðàöèè ìû ïîëó÷àåì

∆3 = 0. Íà ðèñóíêå 11 ïåðâàÿ èòåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ óñå÷åííîé.

�àññìîòðèì òðåòèé ïðèìåð: a1 = (2,−2), a2 = (−2, 0), a3 = (1, 1). Íà
ðèñóíêå 15 ïðåäñòàâëåíà âèçóàëèçàöèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà. �èñóíîê ñëåâà äå�

ìîíñòðèðóåò îáùóþ êàðòèíó, à ñïðàâà � çàêëþ÷èòåëüíûå øàãè àëãîðèòìà.

Âñåãî àëãîðèòì ñäåëàë 37 øàãîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ε = 10−5
.

Ïåðåéäåì ê çàêëþ÷èòåëüíîìó ÷åòâåðòîìó ïðèìåðó: a1 = (1,−2), a2 =
(−2, 0), a3 = (1, 0). Êàê è âî âòîðîì ïðèìåðå, íóëåâîé âåêòîð íàõîäèòñÿ íà

îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Íà ðèñóíêå 16 ïðåäñòàâëåíà âèçóàëèçàöèÿ ðà�

áîòû àëãîðèòìà. �èñóíîê ñëåâà äåìîíñòðèðóåò îáùóþ êàðòèíó, à ñïðàâà �

çàêëþ÷èòåëüíûå øàãè àëãîðèòìà. Âñåãî àëãîðèòì ñäåëàë 23 øàãà äëÿ äîñòè�

æåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ε = 10−5
.

�àññìîòðèì òåïåðü ïðèìåðû â ïðîñòðàíñòâàõ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Îáî�

çíà÷èì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà n è êîëè÷åñòâî òî÷åêm, à ñàìè òî÷êè áóäåì

âûáèðàòü ñëó÷àéíî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè íà êóáå [−103, 103]n. Ïðè äî�
ñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå òî÷åê, âûáðàííûõ óêàçàííûõ ñïîñîáîì, íóëåâîé

âåêòîð áóäåò íàõîäèòüñÿ âíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè. Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëå�

íî ñðåäíåå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, òðåáóåìûõ àëãîðèòìó äëÿ ðåøåíèÿ

1000 ñãåíåðèðîâàííûõ ïðèìåðîâ ïðè �èêñèðîâàííûõ n, m è ε = 10−7
.
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�èñ. 1�6: Ïåðâûé ïðèìåð



9

�èñ. 7�14: Âòîðîé ïðèìåð
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v0





�èñ. 15: Òðåòèé ïðèìåð

v0




�èñ. 16: ×åòâåðòûé ïðèìåð

Òàáëèöà 1. Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ n è m

n m Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé

3 30 54.2

5 50 83.9

10 100 164.1

20 200 329.9

50 500 820.5
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